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Losungen zu Ubungsblatt 12

Sei S™ = {z € R"™! | ||lz|| = 1} die n-Sphére und D" = {z € R? | ||z|| < 1} die n-dimensionale Kreisscheibe.

Aufgabe 1. Es seien X und Y nicht-leere topologische Raume. Wir mochten zeigen, dass die folgenden Aus-

sagen dquivalent sind:
(i) Fiirjedes Paar f,g: X — Y nullhomotoper stetiger Abbildungen gilt, dass f homotop zu g ist.
(ii) Der Raum Y ist wegzusammenhangend.

(i)=(ii): Es seien y1,y2 € Y zwei beliebige Punkte und f,g: X — Y die konstanten Abbildungen mit f(X) =

{y1} und ¢g(X) = {y2}. Da f und g konstant sind, sind sie insbesondere nullhomotop. Nach Voraussetzung
gibt es also eine Homotopie H: [0,1] x X — Y von f nach g. Somit ist fiir jedes € X

~v:10,1] =Y, t— H(t,x)

ein Weg von v(0) = H(0,z) = f(x) = y1 nach (1) = H(1,z) = g(z) = yo. Somit ist Y’ wegzusammenhéingend.
(ii)=-(i): Es seien f,g: X — Y nullhomotope stetige Abbildungen. Dann gilt f ~ f’ und g ~ ¢’ fiir gewisse
konstante Abbildungen f’,¢': X — Y. Es gibt also y1,y2 € Y mit f/(X) = {y1} und ¢'(X) = {y2}. Da Y
wegzusammenhangend ist, gibt es einen Weg v: [0, 1] — Y von y; nach y,. Dann ist aber

H:[0,1]x X =Y, (t,x) — v(¢)

eine Homotopie von f’ nach ¢, so dass f ~ f' ~ ¢’ ~ g gilt.

Aufgabe 2. Es sei X ein topologischer Raum und f: S"~! — X eine stetige Abbildung. Wir mochten zeigen,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Abbildung f ist nullhomotop.

(if) Es gibt eine stetige Abbildung g: D" — X mit f =g

Sn—1.

(1)=-(ii): Es sei H: [0,1] x S"~! — X eine Homotopie von einer konstanten Abbildung f’: S"~! — X zu f und

z € X der Punkt mit f/(S"~!) = {z}. Dann definieren wir g durch

H (||t\|, ﬁ) falls t # 0,

g: D" — X, t—
x fallst = 0.

Diese Abbildung ist stetig in D™\ {0} als Kombination stetiger Abbildung. Es bleibt zu zeigen, dass g auch in 0
stetig ist. Sei also U C X eine offene Umgebung von x. Wir miissen zeigen, dass es ein ¢ > 0 mit U.(0) C g~ (U)
gibt. Die Abbildung

7:(0,1] x "1 — D™\ {0}, (t,s)>t-s

ist ein Homoomorphismus mit H|(g 1jxsn-1 = g|pm\jo} © 7. Aus der Wahl von H folgt H({0} x S"~!) = {«}
und somit {0} x S"~1 C H~1(U). Da H~'(U) wegen der Stetigkeit von H zudem offen ist, gibt es ein € > 0
mit [0,¢) x S"~! C H~1(U). Fiir die Einschrankung auf (0, 1] x S"~! bedeutet dies

(0,€) x st c H‘(io%l]XSn—l(U) = 7T_1(9|B}L\{0}(U))'
Da 7 ein Hom6omorphismus ist, folgt

Ue(0)\ {0} = 7((0,e) x S"") C g

-1
(0} (V)
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Da aber 0 € D" gerade auf = geschickt wird und z € U liegt, folgt wie gewiinscht U,(0) C g~ *(U).
(ii)=(i): Wir definieren die Homotopie

H:[0,1] x "' = X, (t,s) > g(t-s).

Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von g und von der Multiplikation mit Skalaren in R™. Nun ist allerdings
H(0,-): S"1 — X, s — ¢(0) eine konstante Abbildung und H(1,-): S"~! — X, s+ g(s) = f(s) gerade die
Abbildung f. Daher ist f homotop zu einer konstanten Abbildung und somit nullhomotop.

Aufgabe 3. Fiir n,m € Z>o mit m < n kéonnen wir S™ mittels
Sm—>S”, (:cl,...,xm+1)r—>(xl,...,me,O,...,O)
in S™ als Teilraum einbetten. Wir mochten zeigen, dass das Komplement S™ \ S homotopiedquivalent zu

Sn=m=1 jgt.

Wir definieren die stetige Abbildung

f!Sn\Sm—>Sn_m_17 (x17~--7$n+1)’_> (m+2a ) n+1) )
[(@mt2,- -5 Tngr) |l

Diese ist wohldefiniert, da der Nenner genau fiir die Punkte aus 5™ verschwindet, welche wir aus der Defini-

tionsmenge herausgenommen haben. In umgekehrter Richtung definieren wir die stetige Abbildung
g: SnmTl_ gn \ S™, (1, Tpem) = (0,...,0,21, ..., Zp—m).
Dann folgt sofort f o g = idgn—m-1. Nun ist

t($1,...,1’m+1,0,...,0)+(0,...,0,$m+2,...,$n+1)

H:[0,1]xS™\ 8™ — §"\S™, t, (x1,...,2n —
[0,1] \ \ (¢, (21 +1)) 1621, s @ms1s 0,5 0) + (0, .-, 0, s - s gt

eine Homotopie von H(0,-) = g o f nach H(1,-) = idgn\gm. Auch hier folgt die Wohldefiniertheit aus
(T1,...,Tpy1) ¢ S™. Damit gilt g o f ~ idgn\ gm, so dass f und g Homotopiedquivalenzen sind und S™ \ S™

und S"~™~! somit homotopiedquivalent.

Aufgabe 4. Es sei X ein topologischer Raum. In Ubungsblatt 11 Aufgabe 3 haben wir den Wegeraum als
PX = Hom(]0, 1], X) mit seiner KO-Topologie definiert. Wir fassen

PX(zo,21) = {7 € PX | 7(0) = z0,7(1) = 21}
als den Teilraum von PX der Wege auf, die von z( nach z; fithren. Wir mochten zeigen, dass die folgenden
Aussagen fiir zwei Wege 71, 72 € PX (20, z1) dquivalent sind:
(i) v1 und v, sind zueinander homotop relativ zu {0, 1}.

(ii) 1 und 72 sind in dem topologischen Raum P X (x(, z1) verbindbar.

(i)=(ii): Da 71 und ~ homotop relativ zu {0, 1} sind, existiert eine stetige Abbildung H: [0,1] x [0, 1] — X mit

H(0,t) = vy(t) und H(1,t) = ~2(t) fur alle t € [0, 1] so wie H(s,0) = zo und H(s,1) = z; fur alle s € [0, 1].
Diese induziert eine Abbildung

:[0,1] = PX, s+ (t— H(s,t)).

Wegen H(s,0) = xo und H(s,1) = x; fir alle s € [0, 1] liegt das Bild von ¢ bereits in PX (x¢, z1). Es bleibt zu
zeigen, dass ¢ stetig ist, denn dann ist ¢ ein Weg in PX (z¢, 1) der ¢(0) = 1 und (1) = v, verbindet. Dazu
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miissen wir zeigen, dass ¢~ (W) in [0, 1] fiir jede offene Teilmenge W C PX offen ist. Da die KO-Topologie
auf PX durch die Mengen der Form

M(K,V)={f e PX|f(K)CV}

fur einen kompakten Teilraum K C [0,1] und eine offene Teilmenge V' C X erzeugt wird, gentigt es zu
zeigen, dass ¢~} (M (K, V)) fiir alle solche K und V offen in [0, 1] ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes
s € o1 (M(K,V)) eine offene Teilmenge U C [0, 1] mits € U C ¢! (M(K,V)) existiert.

Da H stetig ist, gibt es eine Indexmenge I und offene Teilmengen U ;, Us; C [0, 1] fiir jedes ¢ € I, so dass
H (V) =U;e; Uri x Uzi- Wegen s € o~ H(M(K,V)) gilt p(s)(K) C V. Das bedeutet gerade H({s} x K) C V
und somit

{s}xKCHYV)= U Ui x U
iel
Nun sind aber {s} und K und somit auch {s} x K kompakt. Daher gibt es eine endliche Teilmenge {1,...,n} C
I'mit {s}xK C |J;_, U1, xUs;. Wirkdnnen s € Uy ; fiiralle 1 < i < n annehmen, da andernfalls U, ; x Uz ; nicht
zur Uberdeckung von {s} x K beitragt und somit weggelassen werden kann. Da ausserdem K C |J;_, Us;
gilt, ist

{s} x K C <ﬁ U1,¢> x K C (ﬁ U1,1:> X <O U2,i> = LnJ ((ﬁ Ul,j) X U2,i) c CJ Uri x Ui CHHV).

i=1 i=1 Jj=1 i=1

Nun folgt aus (N, U1;) x K C H Y(V) aber ¢ (N, U1,;) (K) = H((N,U1,;) x K) € V und somit
Nz Ui € ¢ 1 (M(K,V)). Damit erfiillt die offene Teilmenge U = N, U1, C [0,1] die gewiinschten Ei-
genschaften.

(if)=(i): Es sei ¢: [0,1] = PX (xg,z1) ein Weg mit ¢(0) = 71 und ¢(1) = 2. Dieser induziert eine Abbildung

H:[0,1] x [0,1] = X, (s,t) = p(s)(t).

Aus ¢(0) = 74 folgt H(0,t) = v1(¢t) und aus ¢(1) = 72 folgt H(1,t) = ~»(¢) fiir alle ¢t € [0, 1]. Weiter folgt aus
©(s) € PX(xg,x1) stets H(s,0) = xo und H(s,1) = z; fir alle s € [0, 1]. Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass
H stetig ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge V' C X und jedes t = (t1,t2) € H (V)
stets offene Teilmengen Uy, Us C [0, 1] mitt € Uy x Uy C H (V) existieren.

Da ¢(t1): [0,1] — X stetigund (t1)(t2) = H(t1,t2) € V ist, ist p(t1) (V) eine offene Umgebung von ¢». Es
gibt also ein € > 0 mit U,(t3) N [0,1] C ¢(¢1)~1 (V). Fiir die Menge K = m N [0, 1] gilt dann ebenfalls K C
©(t1)7' (V) und K ist als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes [0, 1] wiederum kompakt. Wenden
Wwir ¢(t1) an, so erhalten wir die Inklusion ¢(¢1)(K) C V. Das heisst gerade ¢(t1) € M(K,V). Da M(K,V)
offen in PX ist, ist auch ¢~} (M (K, V)) offen und es gilt t; € ¢~ (M (K, V)). Hier kénnen wir ¢: [0,1] - PX
als stetige Abbildung nach PX auffassen, da PX (x¢,z1) die Teilraumtopologie in PX trdgt. Wir setzen nun
Uy = ¢ "(M(K,V)) und Uy = Ug(t2) N [0,1]. Das sind offene Mengen in [0, 1] und es gilt U C K. Nach
Konstruktion gilt somit

H(Uy x Uz) = ¢(U1)(U2) € ¢(Ur)(K) C V.

Fiir das Urbild unter H ! folgt somit wie gewiinschtt € U; x Uy C H ~L(V). Somit ist H eine Homotopie von
~1 nach v, relativ zu {0, 1}.



