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Losungen zu Ubungsblatt 10

Aufgabe 1. In dieser Aufgabe mochten wir die universelle Eigenschaft der Stone-Cech-Kompaktifizierung

in Satz 10.10 beweisen. Dazu sei f: X — Y eine stetige Abbildung vollstindig reguldrer Riume, wobei YV’

kompakt sei. Fiir jeden topologischen Raum 7" schreiben wir Cr = {¢: T — [0,1] | ¢ stetig} fiir die Menge der
stetigen Funktionen von 7" in das Intervall [0, 1] und iT: T — [].[0,1], t = (#(¢) | ¢ € C7).

(i)

(ii)

(iii)

Wir mochten zeigen: Ist 7' vollstandig regulér, so ist ir: 7' — [, [0, 1] eine Einbettung.

Fiir jede stetige Funktion ¢ € Cr bezeichnen wir mit pry: [[,[0,1] — [0,1] die Projektion auf den zu
¢ gehorenden Faktor. Dann gilt pr, o it = ¢ fiir jedes ¢ € C'r, so dass it nach Satz 5.4 stetig ist. Um zu
zeigen, dass iy injektiv ist, seien t1,t; € T mit t; # to beliebig. Wir miissen iy (t1) # ir(t2) zeigen. Da T
vollstandig reguldr, erfiillt es insbesondere (T1), so dass einelementige Mengen abgeschlossen in 7" sind.
Daher impliziert die vollstandige Regularitit von 7" wiederum, dass es eine stetige Funktion ¢: 7' — [0, 1]
mit ¢(¢1) = 0 und ¢(t2) = 1 gibt. Nun ist

pry,(ir(t1)) = ¢(t1) = 0 # 1 = ¢(t2) = pry(ir(t2)),

so dass auch ir(t1) # ir(t2) gelten muss.

Um zu zeigen, dass i eine Einbettung ist, gentigt es nun zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge U C T
die Teilmenge i7(U) C ir(T') offen in ir(7T') als Teilraum von [ [, [0, 1] ist. Das heisst, wir miissen zeigen,
dass es eine offene Menge V' C [[,_[0,1] mit ir(U) = V N ir(T) gibt. Dazu gentigt es zu zeigen, dass
zu jedem t € U eine offene Menge V; C [],_[0,1] mitir(t) € V; und V; Nip(T) C ir(U) existiert. Da T
vollstandig reguldr ist, existiert eine stetige Funktion ¢, ¢: T — [0, 1] mit ¢, y(¢t) = Ound ¢, y(T'\U) =
{1}. Damit folgt

pry, o (i (T)\ ir(U)) = pry, , (ir(T\U)) = 6,0 (T\ U) = {1},

pry, , (ir(t)) = ¢ru(t) = 0.
Setzen wir also V; = pr;jU([O, 1)), so ist V; offen und es gilt ip(t) € V;. Ausserdem ist V; disjunkt zu
ir(T) \ ir(U),sodass V; Nip(T) C ip(U) gelten muss.
Wir mochten zeigen, dass [[,, [0, 1] Hausdorff ist, und folgern, dass iy (Y) abgeschlossen ist.

Es seien y1,y2 € [, [0,1] zwei beliebige Punkte mit y1 # yo. Dann gibt es ein Element ¢ € Cy mit
pry(y1) # pry(y2). Da [0, 1] Hausdorff ist, konnen wir zwei disjunkte offene Mengen Uy, Uz C [0, 1] mit
pryg(y1) € Uy und pry(y2) € Us finden. Dann sind pr;I(Ul) und pl‘;l(Ug) zwei offene und disjunkte
Teilmengen von [ [0,1] und es gilt y; € prdjl(U 1) und yo € pf;l(Ug). Somit ist [ [, [0, 1] Hausdorff.
Da Y nach Voraussetzung kompakt ist, ist nach Satz 9.3 (iii) auch iy (Y') kompakt. Da [ [, [0, 1] Hausdorff
ist, ist iy (Y') als kompakter Teilraum nach Satz 9.3 (ii) abgeschlossen in [ [ [0, 1].

Wir mochten auf kanonische Weise eine stetige Abbildung F': [, [0,1] = [], [0, 1] konstruieren, die f
fortsetzt.

Wir definieren die Abbildung

F: H[O’ 1] — H[07 1}7 (t¢ | e OX) = (ttpof | [("8S CY)'
Cx Cy

Dann gilt fiir jedes ¢ € Cy, dass pr,, o I' = pr,, als eine der Projektionen von [, [0, 1] stetig ist, so dass
auch F stetig ist. Istnun ¢ = ix(x) = (¢(z) | ¢ € Cx), so gilt

F(t) = (tgoy | p € Cy) = ((po f)(@) | ¢ € Cy) = (p(f(2)) | ¢ € Cy) = iy (f(2)) = (iy o f)(2),
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(iv)

(v)

so dass ' oix =iy o f gilt, oder mit anderen Worten: Das Diagramm

! Y

HCX [07 1] T> HCy [Ov 1]

kommutiert. Die Abbildung F': []. [0,1] — []¢, [0, 1] ist also eine stetige Fortsetzung von f.

Wir mochten zeigen, dass F'(ix (X)) C iy (V) gilt.

Da F stetig ist, wissen wir aus Blatt 2 Aufgabe 2, dass F (z x(X )) C F(ix (X)) gilt. Aus Teil (iii) wissen
wir ausserdem F(ix (X)) = iy (f(X)). Insgesamt erhalten wir also

F(ix(X)) C F(ix (X)) =iy (f(X)) Ciy(Y) =iy (Y),
wobei die letzte Gleichung aus Teil (ii) folgt.

Wir méchten nun zeigen: Es gibt genau eine stetige Abbildung f: 8X — Y, wobei X := ix(X), so dass
f=foix gilt, das heisst

Daiy:Y — []g, [0,1] eine Einbettung ist, ist es ein Homdomorphismus auf das Bild iy (Y). Daher
existiert eine stetige Umkehrabbildung iy : iy (Y) — Y. Da die Abbildung F die Teilmenge 5X nach
iy (Y) abbildet, konnen wir die Einschrankung F|sx: X — iy (Y) mit iy;' verkniipfen und erhalten
eine stetige Abbildung f= iy o F|zx, fiir die nach Teil (iii) gilt

foix =iyloF|gxcix =iy oiyof=Ff.

Es bleibt die Eindeutigkeit von fzu zeigen. Es sei also g: BX — Y eine weitere stetige Abbildung mit
f = goix.DaY vollstindig regulér ist, ist es insbesondere Hausdorff. Angenommen es géibe einen
Punkt z € 8X mit g(z) # f(z), so gibt es zwei disjunkte, offene Teilmengen V1, V, C Y mit g(z) € V3
und f(z) € Vo. Dannist U = g~1(V3) N f~1(V4) eine offene Teilmenge von X mit z € U. Da ix(X)
dicht in SX ist, gibtes ein ix (2") € ix(X)NU. Nach Voraussetzung gilt dann aber zum einen g(ix (z')) =

f(@') = f(ix(2')) zum anderen ist aber auch g(ix (z')) C V1 und f(ix(x’)) C Vo mit V1 NV, = (). Das ist
ein Widerspruch, so dass bereits g(z) = f(z) fir alle z € X gelten muss und  somit eindeutig ist.

Aufgabe 2. (i) Es sei M eine Menge, N C M eine beliebige Teilmenge und F ein Ultrafilter auf M mit

N € F. Wir mochten zeigen, dass dann F|y := {FF NN | F € F} ein Ultrafilter auf N ist.

Wegen N € F gilt fiir F € F auch stets (FN N) € F, so dass F|y C F gilt. Wir zeigen zundchst, dass

F|n ein Filter ist, indem wir die vier Axiome nachweisen:

(F1) Essei F € F|y und F C F' C N.Dann ist F € F und somit auch F’ € F. Wege F’ = F' N N folgt
wiederum F' € F|y.

(F2) Sind Fy, F» € F|n, so gilt auch ﬁl, Fyec Fundsomit F;NEy, € F.Aus FyNFy = NN (F1 N Fy) folgt
wiederum F; N Fy € Fly.

(F3) Wegen M € Fist N = (NNM) € Fln.
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(ii)

(F4) Aus 0 ¢ F und F|ny C F folgt 0 ¢ F|n.

Um zu zeigen, dass F |y ein Ultrafilter auf N ist, sei G ein Filter auf N mit 7|y C G. Dann sind |y und
G auch Filterbasen auf M. Dabei gilt (F|y) = F, denn ist F' € F beliebig, so ist ' N N € F|n und wegen
FNN C Fsomitauch F € (F|y). Daher gilt F = (F|n) C (G). Da F aber ein Ultrafilter ist, folgt (G) = F.

Wenn wir nun wieder auf die Teilmengen einschrdnken, die bereits in NV liegen, folgt
G C(G)|n = Fln.

Somit ist |y = G. Daher ist F|y ein Ultrafilter auf N.

Es sei f: X — Y eine Einbettung von einem vollstindig reguldren Raum X in einen kompakten, voll-
stindig reguliren Raum Y. Weiter sei f: 3X — Y die eindeutige stetige Abbildung aus Aufgabe 1. Wir
mochten zeigen, dass F((BX)\ X) und f(X) disjunkt sind.

Wir nehmen an, dass f((8X) \ X) und f(X) nicht disjunkt sind. Dann gibtes z € X und y € fX \ X mit
f(x) = f(y) Wir betrachten den Umgebungsfilter U (y) von y auf 5X. Da X dichtin fX ist, gilt UNX #
fur alle U € U(y). Daher bildet

B=u(y)u{UNX | U eU(y)}

eine Filterbasis auf 3X. Es sei nun F ein Ultrafilter auf 8X mit B C F. Dann konvergiert 7 gegen y.

Nach Lemma 10.8 ist f,F = {f(F) | F € F} ein Ultrafilter auf f(5X). Dieser konvergiert gegen f(y) =
f(z), denn ist V. C f(BX) eine Umgebung von f(y), so ist f~HV) eine Umgebung von y, so dass
F7YV) € Fund somit V = f(f~4(V)) € f.F gilt. Nach Teil (i) ist (f.F)] 7x) ein Ultrafilter auf
f(X) = f(X),da X € F und somit f(X) € f.F gilt. Dieser konvergiert dann ebenfalls in der Teil-
raumtopologie gegen f(y) = f(z). Explizit haben wir

(FF)x, = LFF) N F(X) | F e F).

Umgekehrt erhalten wir wegen X € F ebenfalls einen Ultrafilter 7|x auf X und weiter einen Ultrafilter
f+«(Flx) auf f(X). Dieser ist wiederum durch

[(Flx) ={f(XNF)|FeF}

gegeben. Wegen f(X N F) C f(F)n f(X) fur alle F € F folgt (ﬂ]—")|f~(x) C f«(F|x) und da beides
Ultrafilter sind, muss bereits (f..F)| Foxy = J+ (Flx) gelten. Damit konvergiert auch f.(F|x) gegen f(z)
und da f: X — f(X) ein Homoomorphismus ist, konvergiert somit | x gegen z. Nun ist aber [ ][0, 1]
nach Aufgabe 1 (ii) Hausdorff, so dass auch der Teilraum X Hausdorff ist. Daher gibt es zwei disjunkte
offene Mengen U;,U; C fX mitz € Uy und y € Us. Da F gegen y konvergiert, ist Uy € F und somit
X NU; € Flx.Da F|x gegen z in der Teilraumtopologie X konvergiert, ist X N U; € F|x. Da aber

(XNU)N(XNU)=XNU1NU)=XNO=10

gilt, folgt aus (F2), dass () € F|x im Widerspruch zu (F4). Daher kann es solche = und y nicht geben und

F((BX)\ X) und f(X) missen disjunkt sein.

Aufgabe 3. (2+1 Punkte) Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung vollstindig reguldrer Raume.

(i)

Wir mochten zeigen, dass SY vollstandig reguldr ist, und folgern, dass es eine eindeutige stetige Abbil-
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(ii)

dung gf: BX — BY gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert

x—T oy (1.1)
sx L gy,

Es seien z € fY und A C BY eine nicht-leere abgeschlossene Teilmenge mit x ¢ A. Das heisst, es gibt
eine abgeschlossene Teilmenge B C [[, [0,1] mit A = Y N Bund x ¢ B. Es geniigt zu zeigen, dass es
eine stetige Abbildung ¢: []. [0,1] — [0, 1] mit ¢(z) = 0 und ¢(B) = {1} gibt. Da ([, [0,1]) \ B offen
in [, [0,1] ist und = enthélt, gibt es endlich viele ¢1, ..., ¢, € Cy und offene Mengen Uy, ..., U, C [0, 1]
mit

T € ﬂ pr;il(Ui) - (H[O, 1]) \ B.

Cy
Da [0, 1] als metrischer Raum normal und Hausdorff ist, gibt es stetige Funktionen ¢;: [0,1] — [0, 1] mit
@i(pry, (7)) = 0und ¢;([0,1] \ U;) = {1} fiir alle 1 <14 < n. Dann ist
@: 1(:[[0, U= 001), gy max (pry, ()
Y

eine stetige Funktion mit der Eigenschaft p(z) = 0 und ap(pr;il([(), 1\ U;)) = {1} furalle1 < i < nund
somit ¢(B) = {1}. Somit ist 8Y vollstandig regulir.

Danun 8Y kompakt und vollstindig regulér ist, gibt es nach Aufgabe 1 eine eindeutige stetige Abbildung
Bf: X — BY, die die Abbildung iy o f: X — BY nach X fortsetzt. Wir erhalten also tatsdchlich das
kommutative Diagramm (1.1).

Es sei vr — Top (bzw. kvr — Top) die Kategorie, deren Objekte die (kompakten) vollstindig reguldren
topologischen Raume sind und deren Morphismen-Mengen durch die stetigen Abbildungen zwischen
diesen Raumen gegeben sind. Wir méchten zeigen, dass X — X und f — Sf fir f € Homyy—mop(X,Y)
einen Funktor 8: vr — Top — kvr — Top definiert.

Wir miissen Sidx = idgx und B(go f) = (8g) o (Bf) zeigen. Da fidx : X — X die eindeutige stetige
Abbildung mit i x oidx = fidx oix ist und da idgx diese Eigenschaft ebenfalls hat, gilt fidx = idgx. Nun
seien f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen vollstandig reguldrer Riume. Dann sind 5f: X —
BY und Bg: BY — BZ die eindeutigen stetigen Abbildungen mit iy o f = Sf oix undiz og = Bgoiy.
Ausserdem ist 5(g o f): BX — BZ die eindeutige stetige Abbildung mitiz o (go f) = 8(go f) oix. Nun
ist aber (Bg) o (Bf): BX — BZ ebenfalls eine stetige Abbildung mit

((Bg) o (Bf)) oix = (Bg) o (Bf) o ix) = (Bg) o (iy o f) = ((Bg) oiy)o f = (izog)o f=izo(gof)

Dabher gilt wegen der Eindeutigkeit 5(g o f) = (8g) o (8f).



