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Losungen zu Ubungsblatt 7

Aufgabe 1. Es sei X ein topologischer Raum. Wir nehmen an, dass fiir je zwei Punkte z,y € X eine stetige
Abbildung f: R — X mit z,y € f(R) existiert. Wir mochten zeigen, dass X zusammenhangend ist.

Nach Satz 7.4 geniigt es zu zeigen, dass jede stetige Abbildung ¢: X — S° konstant ist. Dazu geniigt es zu
zeigen, dass fiir je zwei Punkte x,y € X stets ¢(z) = ¢(y) gilt. Sind =,y € X zwei beliebige Punkte, so existiert
nach Voraussetzung eine stetige Abbildung f: R — X mitz,y € f(R). Seien also r,r, € Rso, dass x = f(r5)
und y = f(r,) gilt. Da R zusammenhéngend ist, ist die stetige Komposition ¢ o f: R — S° konstant. Daher gilt

o(x) = o(f(r2)) = ¢(f(ry)) = o(y).

Da dies fiir beliebige Paare =,y € X und beliebige stetige Abbildungen ¢: X — S° gilt, folgt, dass X zusam-
menhéngend ist.

Aufgabe 2. Wir mochten einen topologischen Raum X und zwei zusammenhéngende Teilrdume A, B C X
finden, so dass der Teilraum A N B nicht zusammenhdngend ist.

Nach Beispiel 7.5 ist das Intervall [0,1] C R zusammenhingend. Nach Korollar 7.6 (iii) sind somit die Teil-
raume [0, 1] x {0}, [0,1] x {1}, {0} x [0,1] und {1} x [0,1] von R x R zusammenhéngend. Da [0,1] x {0} und
{0} x [0,1] sich in (0,0) und [0, 1] x {1} und {1} x [0, 1] in (1, 1) schneiden, sind nach Korollar 7.6 (ii) auch die
Teilrdume A = ([0, 1]x{0})U({0} x[0,1]) und B = ([0, 1] x{1})U({1} %0, 1]) zusammenhingend. Allerdings ist
ANB=1{(0,1),(1,0)} nicht zusammenhéangend, da sowohl {(0, 1)} als auch {(1,0)} in der Teilraumtopologie
von A N B offen sind und somit eine Zerlegung in zwei offene Teilmengen existiert.

Aufgabe 3. Es sei X ein topologischer Raum und M C X ein zusammenhidngender Teilraum. Wir mochten
zeigen, dass auch jeder Teilraum N C X, fiir den M C N C M gilt, zusammenhéngend ist.

Nach Satz 7.4 geniigt es zu zeigen, dass jede stetige Abbildung ¢: N — S° konstant ist. Da M zusammen-
héngend ist, ist die Einschrankung ¢[y: M — SY konstant. Sei a € S so, dass ¢(M) = {a} gilt. Dann ist
M C ¢~*(a). Ausserdem ist ¢! (a) abgeschlossen in IV, da {a} abgeschlossen und ¢ stetig ist. Das heisst, es
existiert eine abgeschlossene Teilmenge A C X mit AN N = ¢~!(a). Wegen M C ¢~ !(a) muss dann auch
M C A gelten. Da M die kleinste abgeschlossene Menge in X ist, die M enthalt, folgt M C A. Da aber auch
N C M gilt, folgt

N=MNNCANN =¢ a).

Da nach Definition von ¢ auch ¢~!(a) C N gilt, folgt N = ¢~ *(a). Somit ist ¢: N — S konstant gleich a und
N daher zusammenhéangend.

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe mochten wir untersuchen, ob der Zusammenhang topologischer Rdume bei
Pushouts und Pullbacks unter gewissen Umstédnden erhalten bleibt.

(i) Wir mochten zeigen: Sind o: A — X und 3: A — Y stetige Abbildungen topologischer Riume, wobei «
surjektiv und Y zusammenhéangend sei, so ist auch das Pushout X +4Y von a und 8 zusammenhéngend.

Wir haben das kommutative Diagramm

Y—=X+,Y

Lo

wobei X +4 Y = (X + Y)/R fiir die von a(a) ~ B(a) fiir alle a € A erzeugte Aquivalenzrelation R gilt.
Istm: X +Y — X +4 Y die kanonische Projektion, so hat jedes p € X +4 Y die Form p = w(q) fiir ein ¢
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mitg € X oderg € Y.Istq € Y, so gilt p = 12(q). Ist hingegen ¢ € X, so gibt es ein a € A mit a(a) = ¢, da
a surjektiv ist. Folglich gilt ¢ ~ 5(a) und somit p = 7(q) = 7(5(a)). Es folgt p = 12(8(a)). Das zeigt, dass
auch ¢ surjektiv ist. Da Y nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, folgt nun aus Korollar 7.6 (i), dass

auch X +4 Y zusammenhidngend ist.

(if) Wir mochten zwei stetige und surjektive Abbildungen f: X — Sund g: Y — S topologischer Rdume
finden, so dass X und Y zusammenhingend sind, aber das Pullback X xg Y von f und g nicht zusam-

menhdngend ist.

Wir setzen X =Y = [0,1], S = S und
f=g:[0,1 — S, T+ exp(2mix).
Dann sind X und Y zusammenhéngend und f und g sind stetig und surjektiv. Ausserdem gilt

X xgY =[0,1] xg1 [0,1] = {(z,y) € [0,1)* | exp(27iz) = exp(2miy)}
{(z,2) € [0,1)* | = € [0, 1]} U {(0,1),(1,0)}.

Nun sind U; = ((1/4,00) x R) U (R x (—00,3/4)) und U = (—00,1/4) x (3/4,00) offene Mengen in R?

fiir die
Ui N ([0,1] xg1 [0,1]) = {(z,2) € [0,1]* | 2 € [0,1]} U {(1,0)} und Uy N ([0,1] x5 [0,1]) = {(0,1)}

gelten. Daher besitzt [0, 1] xg1 [0, 1] eine Zerlegung in zwei offene Mengen und ist somit nicht zusam-

menhéngend.



