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Losungen zu Ubungsblatt 6

Aufgabe 1. Esseiena: A — X, : A - Y,v: B — Y und §: B — Z stetige Abbildungen topologischer
Raume. Wir mochten zeigen, dass es einen Homoomorphismus zwischen dem Pushout (X +4 Y) +5 Z der
Abbildungen B 5 Y 2 X +, Y und B % Z und dem Pushout X + 4 (Y +p5 Z) der Abbildungen A < X
wmdA Ly Sy +p Z gibt,dasheisst (X +4Y)+5Z = X +4 (Y +5 2).

Wir haben das folgende kommutative Diagramm
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Dabei ist die stetige Abbildung f1: Y +p Z — (X +4Y) +p Z durch die universelle Eigenschaft gegeben, da
wir zwei stetige Abbildungen tx 4,y oty Y = (X +4Y)+pZundiz: Z — (X +4Y) +p5 Z haben, fir die
(tx4,y Oty)o 8 =1z o00 gilt. Analog erhalten wir auch die stetige Abbildung fo: X +4Y — X 4+4 (Y +5 Z).
Nun gibt es zwei stetige Abbildungen fo: X +4Y - X +4 (Y +p Z)undiyy,z0tz: Z = X +4 (Y +5 2)
fur die (ty4zz 0tz) 06 = fa o (1y o B) gilt. Die universelle Eigenschaft liefert somit eine stetige Abbildung
fa: (X +4Y)+5Z = X +4 (Y +5 Z). Die stetige Abbildung f4: X +4 (Y +5 Z) = (X +4Y) +p Z erhalten
wir wieder analog.

Aus der universellen Eigenschaft folgen nun auch die folgenden Beziehungen zwischen den Abbildungen:

fiotz =1z, fioty =ix4,v oty,
feoix = x, faory =tyypz oLy,
faoixt,y = fo, faolz =tyqpzotlz,
faowyigzz = f1, faouix =txq,volx.

Daher gilt

(fsofaotyizz)otz = fso(faotyypz)otz = fz3ofiolz = fz30iz=1tyi,z0Lz,

(fso faotyqpz)oty = fzofrowy = fsouxi,youry = faoly =tytpz0tly.

Nach der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft von Y +p5 Z muss daher f3o fyoty 4,z = ty4,2

gelten. Ebenfalls erhalten wir
faofaoux = fzoixi,youx = faouix =ix.
Da die Identitét id x; , (v 4, z) ebenfalls die Eigenschaften

x4\ (v4p2) Oy 4p2 = ty4pz,  Idxi,(v4pz) 0Lx =X
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erfullt, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft des Pushout X +4 (Y +5 Z), dass

fs o fi = idx4,(v+pz) gelten muss. Analog zeigt man auch f; o f3 = id(x4,v)+,z. Daher folgt, dass die
Abbildung f3: (X +4Y)+5 Z — X +4 (Y +5 Z) ein Homoomorphismus ist.

Aufgabe 2. Es sei S” = {x € R""! | ||z|| = 1} die n-Sphére, D" = {z € R? | ||z|| < 1} die n-dimensionale
Kreisscheibe, RP? die reelle Ebene und M das Mobiusband.

)

(ii)

Wir betrachten auf S? die Aquivalenzrelation R, die durch
T~y & y € {z, —z}

definiert ist. Wir mdchten zeigen, dass S?/R homdomorph zu RP? ist.

Wir betrachten die Komposition f: S? =X R3\{0} — RP? Jeder Punktz € RP? reprisentiert eine Gerade
in R3. Da jede Gerade genau zwei Punkte y, —y von Norm 1 hat, ist f~!(z) = {y, —y} fiir ein y € S°.
Daher faktorisiert die Abbildung f iiber S?/R und induziert sogar eine Bijektion f: S2/R = RP2. Es
giltalso f = f o pr fiir die kanonische Projektion pr: S? — S?/R. Nach der universellen Eigenschaft der
koinduzierten Topologie ist fstetig, da f stetig ist. Ist nun U C S?/R offen, so ist auch pr=!(U) offen.
Dann ist auch

T

- {x e\ {0} | L e pr1<U>} C R\ {0)

Il

offen. Nun ist aber U gerade das Urbild von f(U) unter R?\ {0} — RP2. Da RP? die Quotiententopologie
tragt, ist somit f(U ) offen. Daher ist f: 82 /R — RP? eine offene, stetige Bijektion, also ein Homdomor-
phismus.

Wir betrachten auf D? die Aquivalenzrelation R, die durch x ~ —z fiir alle x mit ||z| = 1 erzeugt wird.
Wir mochten zeigen, dass D? /R homéomorph zu RP? ist.

Die Abbildung
f:D2*>527 (Ivy)'_)(xvya 1*I2*y2)

ist eine Einbettung der Kreisscheibe D? auf die obere Halbkugel in S2. Das Bild ¢(D?) besteht genau aus
den Punkten, fiir die die z-Koordinate nicht-negativ ist. Man erkennt schnell, dass f injektiv und stetig
ist. Dass f auch eine Einbettung ist, folgt daraus, dass wir auf dem Bild eine stetige Umkehrabbildung

f|;(1D2): <P(D2) - D27 (x,y,z) — (I,y)

haben. Fiir jeden Punkt y € S? gilt y € f(D?) oder —y € f(D?). Ausserdem ist die Relation R auf D?
gerade die Einschrinkung der Relation auf S? aus (i) auf das Bild f(D?). Somit erhalten wir eine Bijektion
f: D%/R — S?/Rund ein kommutatives Diagramm

p2—t g

Da pr o f stetig ist, ist nach der universellen Eigenschaft der koinduzierten Topologie auch f stetig. Ist
U C D?/R offen, so ist auch pr~!(U) offen. Die Menge

U={xeS8|ze fpr ' (U))oder —z € f(pr " (U))} C S>
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ist dann ebenfalls offen, denn ist (z,7,2z) € U mit z > 0 oder z < 0, so ist (z,y) € pr—*(U) bezie-
hungsweise (—x, —y) € pr~1(U) mit ||(z,y)| < 1 bzw. ||[(—z, —y)|| < 1 und wir kénnen eine Umgebung
U' C pr~Y(U) von (z,y) bzw. (—x, —y) im Inneren von D? finden, so dass auch f(U’) offen ist und so-
mit U eine Umgebung von (z,y, z) enthélt. Ist hingegen 2z = 0, dann gilt (z,y), (—z, —y) € pr~!(U), da
wir das Urbild unter pr betrachten. Damit enthélt pr~! (U) auch Umgebungen U; von (z,y) und Uj von
(—x, —y). Wir definieren nun U; = Uj N (=U}). Dann ist U; C pr~}(U) und —U; C pr~}(U) und somit
f(Ur) U —f(=U,) eine offene Teilmenge von U, so dass U auch eine Umgebung von (z, y,0) enthalt und
somit offen ist. Nun ist aber gerade pr=1(f(U)) = U, so dass nach der Quotiententopologie auch ()
offen ist. Damit ist f eine offene und stetige Bijektion, also ein Homdomorphismus.

(iii) Es sei S' — M eine Einbettung, die S! genau auf den Rand des Mébiusbandes abbildet, S =» D? die
Inklusion und M +g: D? das Pushout dieser beiden Abbildungen. Wir mochten zeigen, dass M +g1 D?
homsomorph zu RP? ist.

Zundchst betrachten wir die etwas grossere Kreisscheibe und die Ringscheibe
D={zecR?||z| <2}, A={zeR?*|1< |z| <2}

Dann erhalten wir D, wenn wir D? und A entlang von S verkleben, das heisst D = D? +g1 A. Auf D
betrachten wir die durch

T~ - fur alle z mit ||z|| = 2

erzeugte Aquivalenzrelation R. Aus (ii) wissen wir, dass dann D/R = RP? gilt. Da R nur fiir Punkte aus

A nicht trivial ist, kénnen wir R ebenso als Aquivalenzrelation auf A auffassen und wir erhalten
RP?~D/R= (D +g A)/R= D +g1 A/R.

Es bleibt also zu zeigen, dass A/R homdomorph zum Mobiusband ist. Dies zeigt man, indem man A in
die beiden Streifen
Ay ={(z,y) € Aly>0}, Ay ={(x,y)eA|y<0}

zerschneidet, die an den Liniensegmenten I = ([—2, —1] x {0}) U ([1,2] x {0}) zusammengeklebt sind.
Es gilt also A = A; +; As. Um A/R zu konstruieren, konnen wir nun A; und A auch zuerst beziiglich
der Relation R und dann beztiglich der von I erzeugten Relation zusammenkleben. Dies ergibt dann das
Mobiusband. Anschaulicher als Worte vermittelt dies das folgende Bild:

M |
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Aufgabe 3. Es sei X ein topologischer Raum und f: S"~! — X eine stetige Abbildung. Wir mochten zeigen,
dass die kanonische Abbildung ¢;: X — X +; D™ eine abgeschlossene Einbettung ist.
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Wir haben das folgende kommutative Diagramm

X2 X4+ D" 2 X 45D

\_/

L1

Dabei erhalten wir X +; D" dadurch, dass wir in X + D" fiir jedes x € S"~! stets tx(f(z)) mit ¢pn(z)
identifizieren. Da die Mengen {cx (f(x)),tp~(z)} fiir alle z € S"~! paarweise disjunkt sind, gibt es somit
keine zwei Punkte y;, y2 € X fiir die tx (y1) und ¢x (y2) miteinander identifiziert werden. Somit ist pr auf dem
Bild von ¢x injektiv und da auch ¢x nach Konstruktion der disjunkten Vereinigung X + D" injektiv ist, folgt
dass auch die Komposition ¢; = pr o ¢tx injektiv ist. Ausserdem ist ¢; nach Konstruktion stetig.

Eine Menge Z C X +; D™ ist genau dann abgeschlossen, wenn pr~!(Z) in X 4+ D" abgeschlossen. Das
ist wiederum genau dann der Fall, wenn ' (pr~*(Z)) in X und ¢, (pr~!(Z)) in D™ abgeschlossen sind. Ist
nun A C X abgeschlossen, so ist ¢ (pr~*(:1(A))) = 17 (11(A)) = A wegen der Injektivitit von ¢; und damit
insbesondere wiederum abgeschlossen. Des Weiteren ist

tpn (Pr™ (11 (A))) = ton (o™ (pr(ex (4)))) = {z € D™ | Ja € A : pr(ex(a)) = pr(ep, (x))}
={zxeD"|3acA: f(x)=a}=f(A).

Da f stetig ist, ist somit ¢ % (pr—!(¢1(A))) eine abgeschlossene Teilmenge von S™~!. Da aber S"~! wiederum
abgeschlossen in D™ ist, ist auch ¢, (pr~*(¢1(A))) abgeschlossen in D™. Somit folgt, dass ¢1(A) abgeschlossen
ist und ¢; folglich eine abgeschlossene Abbildung.

Da ¢; nun stetig und abgeschlossen ist, ist eine Teilmenge M C X genau dann abgeschlossen, wenn ¢; (M)
in X 4+ D™ abgeschlossen ist. Somit tragt X die von ¢; induzierte Topologie und ist daher eine Einbettung.

Aufgabe 4. Wir betrachten das Quadrat X = [0,1] x [0,1] als Teilraum von R? mit der Aquivalenzrelation
R, die von (0,t) ~ (1,t) und (s,0) ~ (s,1) fir alle s,t € [0,1] erzeugt wird. Wir mochten zeigen, dass der
Quotientenraum X/R homdomorph zum Torus S* x St ist.

Die stetige und surjektive Abbildung f': [0,1] — S, 2 — exp(2miz) induziert eine stetige und surjektive
Abbildung

FrX =8t xS (ay) e (f(@), f ()

Nach Konstruktion ist genau dann f(z) = f(y) fiir z,y € X, wenn (x,y) € R gilt. Somit erhalten wir eine
Bijektion f:X/R— S'xS".Daf stetig ist, ist nach der universellen Eigenschaft der koinduzierten Topologie
auch fstetig. Istnun U C X/R offen, so ist auch pr~! (U) offen in X. Das heisst es gibt eine Indexmenge I und
offene Teilmengen U; C [0,1] und V; C [0,1] fiiri € I, so dass pr="(U) = J,; Ui x V; gilt. Da (0,t) € pr=!(U)
genau dann gilt, wenn (1,¢) € pr=}(U) ist, und (s,0) € pr—*(U) genau dann, wenn (s, 1) € pr—*(U) ist, kénnen
wir die U; und V; so wihlen, dass entweder {0,1} C U, oder {0,1} N U; = () und ebenso {0,1} C V; oder
{0,1} NV; = 0 gilt. Denn ist beispielsweise 0 € U;, so folgt {0} x V; C U und somit auch {1} x V; C U. Folglich
konnen wir zu jedem ¢ € V; eine offene Umgebungen V; ; von ¢t und U, ; von 1 wahlen, sodass U; ; x V; C U
gilt. Wenn wir also in der urspriinglichen Familie offener Menge U; x V; das V; durch die V;,’s und das U;
durch die U; UU;, ;s ersetzen, erhalten wir eine neue Familie U; x V; mit j € I’ = I\ {i} UV}, sodass fir j € V;
aus 0 € U; stets 1 € U; folgt. Analog verfédhrt man mit allen ¢ € [ fiir die 0 € U; oder 1 € U;, bzw. 0 € V; oder
1 € V; gilt. Wahlen wir die U; und V; auf diese Weise, folgt, dass f'(U;) und f’(V;) offen in S! sind und somit

flor'(U) = f <U Ui x V> =) < £'(vi)

i€l i€l

offen in S! x S ist. Somitist f: X/R — S' x S! eine offene und stetige Bijektion, also ein Homdomorphismus.



