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Losungen zu Ubungsblatt 4

Aufgabe 1. Es sei X ein topologischer Raum, I eine Indexmenge und U; C X eine offene Teilmenge fiir jedes
i€l,sodass X = J;¢;
die universelle Eigenschaft der disjunkten Vereinigung eine stetige Abbildung

U; gilt. Da wir fiir jedes ¢ € I den Einbettungsmorphismus U; — X haben, induziert

&H&%X
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(a) Wir mochten zeigen, dass ¢ eine offene Abbildung ist. Wir schreiben in; : U; — [],.; U; fiir die Einbettung

icl

zujedem j € I. Eine Teilmenge U C [[, ., U; ist nach Definition der koinduzierten Topologie genau dann

iel
offen, wenn inj_l(U ) fiir jedes j € I offen ist. Die Abbildung

¢: [[ui= X, (wi)—a
iel

hat die Eigenschaft, dass die Komposition ¢’ o in;l : U; — X der Einbettungsmorphismus von U; C X ist.
Nach der universellen Eigenschaft fiir Koprodukte ist ein Morphismus mit dieser Eigenschaft eindeutig,
so dass ¢’ = ¢ gelten muss. Ist also U C [[,.; U; eine offene Menge, so ist ¢(U) = U;¢; (inj_l(U)) eine
Vereinigung offener Mengen und somit wieder offen. Das heisst, die Abbildung ¢ ist offen.

(b) Die urspriinglich Aufgabenstellung war nicht korrekt und wird fiir die Berechnung der moglichen Ge-
samtpunktzahl nicht einbezogen. An dieser Stelle zeigen wir anhand eines Beispiels, dass ¢ im Allge-
meinen keine abgeschlossene Abbildung ist. Wir benutzen die Notation und Erkenntnisse aus (a). Eine
Teilmenge A C [[,.; U; ist genau dann abgeschlossen, wenn (I],.; U;) \ A offen ist, was wiederum genau
dann der Fall ist, wenn

& ((H Ui) M) =i (H Ui) \ing ! (4) = U \in ! (4)

i€l icl

fiir alle j € I offen in Uj ist bzw. wenn inj_l(A) C Uj tiir alle j € I abgeschlossen ist. Nun betrachten wir
das Beispiel X = R mit der Standardtopologie, I = (0,1) € Rund U, = R C X fiir alle z € (0,1). Die
Teilmenge
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z€(0,1)

ye <o,1>} C{ya)lyeRae@1}= [ B

z€(0,1)
erftillt in,, 1(Z) = {y} fur alle y € (0, 1) und ist somit abgeschlossen. Allerdings ist
o2)= U m 0= U =01
y€(0,1) y€(0,1)
nicht abgeschlossen, so dass auch die Abbildung ¢ nicht abgeschlossen ist.
Aufgabe 2. Wir versehen Z mit der diskreten Topologie und C mit der Standardtopologie induziert durch die
Metrik d(z,y) = |z — y|. Wir notieren den Einheitskreis

S'={zeC||zs|]=1} CC.

Fiir o € R\ Q definieren wir die Abbildung f,: Z — C,n — exp(27ina).

(a) Wir mochten zeigen, dass f, injektiv aber keine Einbettung ist. Wir zeigen zunéchst die Injektivitdt. An-

genommen es gelte fo(n) = fo(m) fir n,m € Z. Dann gilt exp(2mina) = exp(2mima) und folglich
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(b)

exp(2mi(n — m)a) = 1. Das heisst aber, dass (n — m)a € Z ist. Wegen o ¢ Q kann das nur sein, wenn
n —m = 0 also n = m gilt. Somit muss f, injektiv sein.

Nun mochten wir zeigen, dass f, keine Einbettung ist. Ware f, eine Einbettung, so miisste jeder Punkt
fa(n) eine Umgebung besitzen, die kein f,, (m) fir m € Z\{n} enthélt, da wir Z mit der diskreten Topologie
versehen haben. Da f,(0) = 1 gentigt es zu zeigen, dass fiir jedes € > O einn € Z \ {0} mit d(1, fo(n)) < €
existiert. Wir fixieren also ein € > 0 und eine ganze Zahl N mit N > V221 - Fiir 0 < k < N betrachten

wir die Vielfachen ka von « und zerlegen sie in ko = my, + x, mit my, € Z und z, € [0,1). Da

1
Zoy..., TN €[0,1) U {k k+ )

insgesamt N + 1 Punkte in einer Vereinigung von N disjunkten Mengen sind, gibtesein k € {0,..., N —1}

und 4,5 € {0,...,N} miti < j, so dass z;,z; € [£, %) in derselben Menge dieser Zerlegung liegen.
Damit ist
. 1
(G = D)o = (my —mq)| = |2 — 23 < - (L1

Wir schreiben ¢ = j — i und m = m; —m,; € Z. Wegen f,(q) = exp(2miga) = exp(2miga — 2mim) gilt dann

d(fa(q),1)? = |exp(27mi(ga — m)) — 1|2 = |isin(2w(ga — m)) + cos(2m(qoe — m)) — 1|2
= |sin(27 (g — m))|* + |1 — cos(2n (g — m))|*.

Nun sind aber sin(z) und 1 — cos(x) beides differenzierbare Funktionen, die in 2 = 0 verschwinden, und
deren Ableitungen maximal den Betrag 1 annehmen. Daher gilt

|sin(z)| < ||, [1—cos(z)| < |x]

fiir alle z € R. Auf die obige Rechnung angewandt ergibt dies d(f.(g),1)? < 2[27(gav — m)|?. Wenn wir
nun noch die Wurzel ziehen und die Ungleichung (1.1) anwenden, so erhalten wir

\/§-ZW

d(falq),1) < V221(ge — m)| < ~

< €.

Das heisst ¢ € Z erfiillt d(fa(g), 1) < €, was zu zeigen war. Somit kann f, keine Einbettung sein.

Wir mochten f,(Z) = S! zeigen. Klar gilt f,(Z) C S* und S! ist abgeschlossen. Wir miissen also zeigen,
dass es keine abgeschlossene Teilmenge A C C mit A € S* und f,(Z) C A gibt. Das ist dquivalent dazu,
dass jede offene Menge U in C mit U N S* # () Punkte aus f,(Z) enthalt. Da die offenen Menge von den
e-Umgebungen erzeugt werden, geniigt es folgendes zu zeigen: Fiir jeden Punkt z € S* und jedes ¢ > 0
gibt es ein n € Z mit d(z, fo(n)) < e

Seien also nun z € S' und € > 0 gegeben. Dann gibt es ein 3 € R mit x = exp(2mif3). Wir wiéhlenein N € Z
mit N > /227 - e~ 1. Aus Teil (i) wissen wir bereits, dass es ¢,m € Z mit |[ga — m| < & glbt Wir wihlen
ein b € Z so dass

B € [blga —m), (b+ 1)(ga —m))
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gilt. Somit folgt |8 — b(qa — m)| < [ga — m| < 3-. Wir berechnen nun d(z, f,(bg)) dhnlich wie in Teil (i)

d(z, fo(bq))? = |exp(2miB) — exp(2mibga)|
= Jexp (27 (8 — b(ga — m)) + 27wib(gor — m)) — exp(2mib(ga — m))|?
= [exp(2mib(ga — m)) - (exp(2mi(8 — b(ga — m))) — 1)|”
= [exp(2mib(ga — m))| - [exp(2mi(8 — b(ga — m))) — 1|* = |exp(2mi(B — b(ga — m))) — 1
)2
= |sin(27i(B — b(ga — m)))|* + |1 — cos(2mi(B — b(ga — m)))|* < 2270 (B — b(qa — m))|* < 2(]2\[72) <é

Dabher folgt d(z, fa(bg)) < €, was zu zeigen war. Es folgt somit f,(Z) = S

Aufgabe 3. Es sei I eine Indexmenge, fiir jedes i € I sei J; eine weitere Indexmenge und wir definieren

J={Gj)lieljer}=]]7%
iel
Weiter sei M; eine Menge fiir jedes ¢ € I, X; ; ein topologischer Raum fiir jedes (¢,) € J und f; ;: X; ; — M;
seien Abbildungen. Wir versehen jede Menge M, mit der von (f; ; | j € J;) koinduzierten Topologie. Zudem
sei eine Menge M und Abbildungen f;: M; — M gegeben. Fiir jedes (i, j) € J gibt es also ein Diagramm
P OPIELNG VAL V)

Wir mochten zeigen, dass die von (f; | ¢ € I) koinduzierte Topologie auf M mit der von (f; o f;; | (¢,7) € J)
koinduzierten Topologie auf M tibereinstimmt.

Wir bezeichnen die von (f; | ¢ € I) koinduzierte Topologie auf M mit Z;* und die von (f; o fi ; | (¢,5) € J)
koinduzierte Topologie auf M mit Z;". Es gilt

I?P = {U C M | f7*(U) ist offen in M, fiir alle i € I}.

Da M; die von (f;; | j € J;) koinduzierte Topologie tragt, ist f; ' (U) genau dann offen, wenn Z-le( f7HU)
offen in X ; fiir alle j € J; ist. Daher erhalten wir wie gewtiinscht

P = {U C M | f71(U) ist offen in M, fiir alle i € I}
={UCM| fifjl(ffl(U)) ist offen in X, ; fr alle j € J; fiirallei € I}

2

={U C M |(fiofi;)" "(U)ist offen in X, ; fiir alle (i,j) € J} = Z5".

Aufgabe 4. Fiir eine reelle Zahl x € R definieren wir |z| = max{n € Z | n < z}. Fiir jedes n € Z>; definieren
wir die Funktion
fn: R—=R, an{EJ
n

Wir setzen nun X = R versehen mit der Standardtopologie und M = R als Menge. Wir bezeichnen die von
(fn: X = M | n € Z>,) koinduzierten Topologie auf M mit Z°P. Wir mochten nun Z°P beschreiben.

Da die Bilder der Abbildungen f, stets in nZ liegen, sind fiir das Urbild einer Menge U C R auch nur
die Elemente in U N nZ relevant. Dabei ist das Urbild unter f,, von n - p fiir ein p € Z gerade das Intervall
[pn, (p + 1)n) gegeben. Wir erhalten also

o= U ne+1n).

pneUNnZ
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Damit ist f, ' (U) genau dann offen in R, wenn U NnZ = 0, U N nZ = nZ oder U N nZ = nZ, fireinm € Z
gilt: Ist U NnZ = 0 (bzw. U NnZ = nZ),soist f~1(U) = 0 (bzw. f~1(U) = R) offen. Wenn U NnZ = nZ,, gilt,
soist f~1(U) = (—oo, mn) ebenso offen. Gibt es hingegen einp € UNnZ mitp—1 ¢ UNnZ,soistpn € f~1(U)
aber [(p—1)n,pn) N f~1(U) = 0, so dass f~!(U) keine Umgebung von pn enthalten kann und somit auch nicht
offen ist.

Die Menge U ist nun genau dann offen beziiglich Z°?, wenn die Urbilder f,,}(U) fiir alle n € Z> offen sind.
Dass heisst, U ist genau dann offen beziiglich Z°°, wenn U N nZ = (), U N nZ = nZ oder U N nZ = nZ,, fir
ein m € Z gilt. Ist diese Bedingung allerdings fiir n = 1 erfillt, so ist sie fiir alle n € Z>; erfiillt. Da wir auch

) = Z<_o und Z = Z . schreiben konnen, folgt

IP={UCRI|(UNZ)=Zcp, fireinm € ZU {—o0,00}}.



