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Losungen zu Ubungsblatt 3

Aufgabe 1. In dieser Aufgabe mochten wir Proposition 3.7 zeigen. Es sei C eine Kategorie, I eine beliebige
Indexmenge und A; € Obj(C) furalle¢ € I.

(a)

(©

Wir mochten zeigen: Sind IT € Obj(C) zusammen mit Morphismen 7;: II — A; und II" € Obj(C) zusam-
men mit Morphismen «}: II' — A; beide Produkt der A;, so gibt es genau einen Isomorphismus f: IT — IT'
mitm; =7 o f furallei € 1.

Da II' die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus f: II — II' mit 7; = 7} o f
fur alle ¢ € I. Das impliziert schon einmal die Eindeutigkeit, so dass nur noch zu zeigen bleibt, dass f ein
Isomorphismus ist. Da IT die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus g: II' — II
mit 7} = m; o g fiir alle ¢ € I. Damit ist g o f: IT — II ein C-Morphismus mit der Eigenschaft

Wio(gof):(Wiog)ofzﬂéof:m

fiir alle ¢ € I. Da II die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus mit dieser
Eigenschaft. Da aber die Identitét idy: II — II ebenso m; = m; o idy erfiillt, muss g o f = idp folgen.
Vertauscht man die Rollen von IT und IT’ erhdlt man analog f o g = idy/. Damit ist f ein Isomorphismus.

Wir mochten zeigen: Sind II € Obj(C) zusammen mit Morphismen ¢;: A; — I’ und I’ € Obj(C) zu-
sammen mit Morphismen ¢;: A; — Il beide Koprodukt der A;, so gibt es genau einen Isomorphismus
f:II = II'mit foy = furallei € I.

Da II die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus f: II — II' mit f o ¢; = ¢]
fiir alle ¢ € I. Das impliziert schon einmal die Eindeutigkeit, so dass nur noch zu zeigen bleibt, dass f ein
Isomorphismus ist. Da II" die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus g: II" — II
mit g o ¢ = ¢;. Damitist g o f: II — II ein C-Morphismus mit der Eigenschaft

(gof)oti=go(fou)=go;=1

fir alle ¢ € I. Da II die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus mit dieser
Eigenschaft. Da aber die Identitét idy;: LI — LI ebenso idy; o ¢; = ¢; erfillt, muss g o f = idy folgen.
Vertauscht man die Rollen von IT und IT’ erhdlt man analog f o g = idyy. Damit ist f ein Isomorphismus.

Esseien p: X — Sund ¢: Y — S zwei C-Morphismen. Wir mochten zeigen: Sind T' € Obj(C) zusammen
mit Morphismen 71: T — X und mo: T — Y und 77 € Obj(C) zusammen mit Morphismen 7f: T/ — X
und 75: T — Y beide Pullback von p und ¢, so gibt es genau einen Isomorphismus f: 7" — T’ mit
m=mo ffuri=1,2.

Da T" die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus f: T — T’' mit 7; = 7 o f
fur ¢ = 1,2. Das impliziert schon einmal die Eindeutigkeit, so dass nur noch zu zeigen bleibt, dass f ein
Isomorphismus ist. Da T die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus ¢g: 77 — T'

mit 7w, = m; 0 g fiir i = 1,2. Damitist go f: T — T ein C-Morphismus mit der Eigenschaft
mio(gof)=(mog)of=mof=m

fur ¢ = 1,2. Da T die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus mit dieser Eigen-
schaft. Da aber die Identitdt idr: 7" — T ebenso m; = m; o idy erfiillt, muss g o f = idr folgen. Vertauscht
man die Rollen von T und 7" erhilt man analog f o g = idg». Damit ist f ein Isomorphismus.

(d) Esseiena: S — X und §: S — Y zwei C-Morphismen. Wir mochten zeigen: Sind 7' € Obj(C) zusammen
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mit Morphismen ¢1: X — Tund t3: Y — T und 77 € Obj(C) zusammen mit Morphismen ¢{ : X — 7" und
th:'Y — T’ beide Pushout von « und 3, so gibt es genau einen Isomorphismus f: T — T’ mit f o ¢; = ¢}
fiiri = 1,2.

Da T die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus f: 7" — T’ mit f o ¢; = ¢}
fiir ¢ = 1,2. Das impliziert schon einmal die Eindeutigkeit, so dass nur noch zu zeigen bleibt, dass f ein
Isomorphismus ist. Da 7" die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus g: 7" — T'
mit g o ¢ = ; flir i = 1,2. Damitist go f: T — T ein C-Morphismus mit der Eigenschaft

(gof)owi=go(fou)=gou;=1

fiir i = 1,2. Da T die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es genau einen C-Morphismus mit dieser Eigen-
schaft. Da aber die Identitét idr: T — T ebenso idr o ¢; = ¢; erfiillt, muss g o f = idr folgen. Vertauscht

man die Rollen von T und 7" erhdlt man analog f o g = idg». Damit ist f ein Isomorphismus.

Aufgabe 2. Es sei I eine Indexmenge und A; eine Menge fiir alle i € I.

(a)

(b)

Wir mochten zeigen: Das kartesische Produkt [],.; A; mit den Projektionen 7;: [[,.; A; — A; ist ein

Produkt im Sinne von Definition 3.5.

Wir miissen folgendes tiberpriifen: Ist Z eine Menge und sind f;: Z — A, Abbildungen, so gibt es genau
eine Abbildung f: Z — []
Produkt ist durch

ser Aimit f; = m;o f fiiralle i € 1. Sei also Z eine solche Menge. Das kartesische

14 = {¢; I— | JAi|¢(i) € A fiirallei € I}
iel i€l
definiert. Die Projektion 7; ist dabei fiir ein Element ¢ € [[;.; A; durch 7;(¢) = ¢(i) gegeben. Es sei
[+ Z — Il;c; Ai eine Abbildung mit f; = m; o f fiirallei €  und z € Z ein beliebiges Element. Betrachten
wir f(z): I — |J,c; A als Abbildung so muss f(2)(i) = m;(f(2)) = fi(2) fiir alle i € I gelten. Das heisst,
f ist bereits durch die Abbildungen f; eindeutig festgelegt. Somit ist die Eindeutigkeit gezeigt und die
Existenz folgt, da
f:Z%HAZ‘, z= (i fi(2))
iel

eine wohldefinierte Abbildung ist, die f; = m; o f fiir alle ¢ € I erfiillt.
A; ist ein

Wir mochten zeigen: Die disjunkte Vereinigung [[..; 4; mit den Einbettungen ¢;: 4, — []

i€l i€l

Koprodukt im Sinne von Definition 3.5.

Wir miissen folgendes tiberpriifen: Ist Z eine Menge und sind f;: A, — Z Abbildungen, so gibt es genau
eine Abbildung f: []
Vereinigung ist durch

ierdi = Zmit f; = f oy furallei € I. Sei also Z eine solche Menge. Die disjunkte

[T4i = {(a,i) |a € A}

iel
definiert. Die Einbettung ¢; ist dabei durch ¢;(a) = (a, 1) fiir a € A; gegeben. Es sei f: [[,.; A; — Z eine
Abbildung mit f; = f o fiir allei € I und (a,4) € [[;c; Ai ein beliebiges Element. Dann ist f((a,i)) =
f(wi(a)) = fi(a). Das heisst, f ist bereits durch die Abbildungen f; eindeutig festgelegt. Somit ist die

Eindeutigkeit gezeigt und die Existenz folgt, da

f: ]_[Ai—>Z7 (a,i) — fi(a)

icl

eine wohldefinierte Abbildung ist, die f; = f o; flir alle ¢ € I erfiillt.
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(©

Esseienp: X — Sund ¢: Y — S Abbildungen von Mengen. Wir mochten zeigen, dass

X xgY ={(z,y) € X xY |p(z) =q(y)}

mit den Projektionen m;: X xgY C X xY - Xundmy: X xgY C X xY — Y ein Pullback von p und ¢

im Sinne von Definition 3.5 ist.

Wir miissen folgendes tiberpriifen: Ist Z eine Menge und sind f1: Z — X und f2: Z — Y Abbildungen,
fur diepo f1 = q o f> gilt, so gibt es genau eine Abbildung f: Z — X xg Y mit f; = m; o f fiir i = 1,2. Wir
wissen bereits aus (a), dass eine eindeutige Abbildung f: Z — X x Y mit f; = m;o f fiiri = 1, 2 gibt, wobei
wir jetzt 7; als die Projektionen auf der Ubermenge X x Y auffassen. Dabei ist fiir ein beliebiges z € Z
das Bild durch f(z) = (fi(2), f2(2)) gegeben. Es bleibt zu zeigen, dass f(z) € X xgY firalle z € Z gilt,
dass also fiir alle f(z) = (f1(2), f2(2)) stets p(f1(z)) = ¢(f2(2)) gilt. Dies ist aber gerade die Voraussetzung
pofi=go faan fiund fo.

Aufgabe 3. Es sei C eine Kategorie.

(a)

(b)

Esseien f: X — Y und g: Y — Z Morphismen in C und von den drei Morphismen f, g, g o f seien zwei

Isomorphismen. Wir mochten zeigen, dass dann auch der dritte ein Isomorphismus ist.

Sind f und g Isomorphismen und f: Y - X und g: Z — Y Umkehrmorphismen von f und g, so gilt

(gof)o(fog)=(gof)oflog=(go(fof))og=(goidy)og=gog=idg,

(Fog)olge N =((Fodogof=(fo@og)ef=(foidy)of=Ffof=idx.
Damit ist fo g ein Umkehrmorphismus von g o f und g o f somit ein Isomorphismus.

Es seien nun f und g o f Isomorphismen. Weiter sei fein Umkehrmorphismus von f. Dann ist auch fein
Isomorphismus. Somit ist

g=goidy =go(fof)=(gof)of
eine Komposition zweier Isomorphismen und somit nach dem vorherigen Fall auch ein Isomorphismus.

Schliesslich seien g und g o f Isomorphismen und g ein Umkehrmorphismus von g. Dann ist auch g ein
Isomorphismus. Somit ist

f=idyof=(goglof=goel(gof)

eine Komposition zweier Isomorphismen und somit nach dem ersten Fall auch ein Isomorphismus.

Esseienp: X — Sundq: Y — S zwei Morphismen in C und wir nehmen an, dass das Pullback X xgY inC
existiert. Wir mochten zeigen: Ist g: Y — S ein Isomorphismus, so ist auch die Projektion 71 : X xgV — X

ein Isomorphismus.

Wir zeigen zunédchst, dass X mit den Morphismen idy: X — X und gop: X — Y ein Pullback von p
und ¢ ist, wobei ¢ einen Umkehrmorphismus des Isomorphismus ¢ bezeichne. Dazu sei Z ein Objekt mit
Morphismen fi: Z = X und f: Z = Y, flirdiepo f; = go fp gilt. Dann ist f = fi: Z — X der einzige
Morphismus, der f; = f =idx o f und

(qop)of=qo(pofi)=qo(gofa)=(qoq)ofr=idyofo=f

erfiillt. Somit ist nach Definition X ein Pullback von p und ¢ und nach Aufgabe 1 c) ist der eindeutige
Morphismus f: X xgY — X mit 7y = idx o f und m = (¢ o p) o f ein Isomorphismus. Die Projektion
m: X xgY — X erfiillt aber gerade diese Eigenschaften. Dass 71 = idx o m gilt, ist klar und die zweite
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Gleichung folgt aus
(qop)om =go(pom)=go(gom)=(gogq)om =idy om = ms.

Das heisst, die Projektion 7;: X xgY — X ist tatsdchlich ein Isomorphismus.

Aufgabe 4. Es sei C eine Kategorie, so dass zu je zwei Objekten X,Y € Obj(C) auch immer das Produkt X x Y
und das Koprodukt X UY in C existiert. Wir mochten zu drei beliebigen Objekten X,Y,Z € Obj(C) einen
C-Morphismus

(XxY)U(XxZ)=>Xx(YUZ)

konstruieren.

Zu den Produkten X x Y und X x Z gehoren die Projektionsmorphismenp;: X XY — X, ps: X xY =Y,
q1: X xZ = Xund ¢2: X x Z = Z. Zu dem Koprodukt Y U Z haben wir die Morphismen ¢;: ¥ = Y U Z
und ¢2: Z — Y U Z. Das heisst, durch Komposition erhalten wir die Morphismen

fi=p: X XY =X, fo=nop: X XY =>YUZ g=q:XXxZ—=X, gg=wogp: XxZ=>YUZ
Wegen der universellen Eigenschaft des Produkts X x (Y U Z) bekommen wir somit zwei Morphismen

f1 XxY—=>Xx((YU2z), g: X xZ—->Xx({YUuz).
Die universelle Eigenschaft des Koprodukts (X x Y) U (X x Z) liefert nun wie gewtinscht einen Morphismus

hi (X xY)U(X x2Z) = X x (YUZ).



