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Losungen zu Ubungsblatt 2
Aufgabe 1. Essei X = R und M C X eine beliebige Teilmenge. Wir definieren
Tu ={UC X | entwederUNM = () oder M CU}.

(a) Wir mochten zeigen, dass Ty, eine Topologie auf X ist. Dazu weisen wir die Axiome (T1)-(T3) nach
(T1) Esgilt 0 N M = () und somit ) € T5;. Ausserdem gilt A/ C X und somit X € Ty;.
(T2) Essien > 1und Uy,...,U, € Tp. Wenn es ein k < n gibt, so dass U, N M = 0 gilt, so folgt auch

(ﬁ Uj) NM= (ﬂ Uj) N (U N M) =0,
j=1 J#k

so dass ﬂ;;l U; € T folgt. Gibt es kein solches k, so gilt M C U; fiir alle j < n. Damit gilt auch
M C (;_, U; und es folgt wiederum (\;_, U; € T

(T3) EsseiZ C Ty Gibtesein U € Zmit M C U, so giltauch M C | J;;.7 U und somit | ;. U € Tas. Gibt
es kein solches U, so gilt U N M = () fiir alle U € Z. Damit folgt

(U U)ﬂM— UJwnm) =0,

Uez Uez
so dass auch in diesem Fall J;;., U € Tu gilt.

(b) Wir versehen nun X mit der Topologie Ty, fiir ein beliebiges A/ C X und Y = R mit der Standardtopologie.
Wir betrachten die Identitdtsabbildungen

f+ X =Y, g: Y = X,

xr—x, Yy—=y.

(i) Wir mochten zeigen, dass die Abbildung f genau dann stetig ist, wenn #M < 1 gilt.
Ist #M > 2, so kénnen wir zwei Punkte x,y € M mit z # y wihlen. Die Umgebung U|,_,|(z) C Y ist
offen beziiglich der Standardtopologie. Das Urbild f~!(U},_,(x)) = Ujy—y(x) € X enthilt M nicht,
day ¢ Uj,—y(z), aber der Schnitt Uj,_, (x) N M ist auch nicht leer, da x € U|,_,(x) N M. Daher ist
Ujz—y|(x) & Tar und f kann somit nicht stetig sein.
Ist hingegen #M < 1 und U C X eine beliebige Menge, so gilt entweder UN M = ) oder M C U
und daher M € 7). Somit ist 7, die diskrete Topologie. Insbesondere ist f stetig, weil jedes Urbild
J71(U) einer Menge U C Y offen ist.

(ii) Wir mochten zeigen, dass die Abbildung g ist genau dann stetig, wenn X = M gilt.

Ist X = M so hat jede nicht-leere Menge U C X einen nicht-leeren Schnitt mit M. Daher sind nur ()
und X offen. Die Urbilder ¢! ()) = ) und g~ (X) = X sind offen, so dass f stetig ist.

Gibt es hingegen einen Punkt x € X \ M, so ist {x} C X offen beziiglich der Topologie Ts da
{z} N M = 0 gilt. Allerdings ist das Urbild {z} = ¢g~!({z}) C Y nicht offen beziiglich der Standard-
topologie. Folglich ist g nicht stetig.

Aufgabe 2. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei topologischen Rdiumen. Wir mochten zeigen, dass
f genau dann stetig ist, wenn f(M) C f(M) fiir alle Teilmengen M C X gilt.
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Es sei zunéchst f stetig. Fiir jede Teilmenge M C X gilt dann

M C fH(F) € £ (FOD)

Da f(M) abgeschlossen und f stetig ist, ist auch f~* ( f( )) abgeschlossen. Da aber M in jeder abgeschlos-

senen Menge enthalten ist, die M enthalt, folgt Mc f! ( f(M )) Wenn wir nun das Bild unter f betrachten,
folgt wie gewtinscht

f (@) < £ (£ (FOD)) < QD).

Nun nehmen wir an, dass f(M) C f(M) fiir alle Teilmengen M C X gilt. Wir mochten zeigen, dass f stetig
ist. Dazu zeigen wir, dass fiir jede abgeschlossene Menge A C Y auch f~!(A) abgeschlossen ist. Ist A C YV
abgeschlossen, so gilt mit M = f~1(A)

(7)) T A  c A= A

Wenn wir nun das Urbild unter f betrachten, so erhalten wir
FIA s (f () < .

Da aber auch f~1(A) C f~1(A) gilt, folgt f~1(A) C f~1(A), so dass f~!(A) abgeschlossen ist. Somit ist f

stetig.

Aufgabe 3. Essei X = Z die Menge der ganzen Zahlen. Wir mochten mit einer etwas ungewdchnlichen Topo-
logie auf Z beweisen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Fiir a,b € Z mit b > 0 definieren wir

Nop={a+nb|neZ}.

(a) Esseien a,bi,by € Z mit by > 0 und b, > 0. Wir mochten zeigen, dass dann Ny p,.5, € Nop, N Nap, gilt.

Dies folgt unmittelbar aus
Nopby, ={a+nbiby|ne€Z}={a+nb|nebZ} C{a+nby|n€Z}=Nyp,

Na,bl-bg = {(l + nb1by | n e Z} = {(l + nbo | n e blz} - {CL + nbs | n e Z} = Na,bg-
Es gilt also N p,.6, € N p, und N p,.5, € Ngp, und somit auch N p, .6, € Nop, N Nap,-

(b) Fiir jede Teilmenge U C Z definieren wir

U = () oder

U C Z ist offen =
fiirjedes a € U gibtesein b > 0, so dass N, C U.

Wir mochten zeigen, dass 7 = {U C Z | U offen} eine Topologie auf Z ist. Dazu weisen wir die Axiome
(T1)-(T3) nach.

(T1) Nach Definition ist ) € 7. Ausserdem ist Z € T, denn fiir jedes a € Z ist klar N, ; C Z.

(T2) Wegen Induktion gentigt es zu zeigen, dass fiir Uy, Us € T auch UyNU; € T gilt. Seienalso Uy, Uy € T
und a € U; NUs. Dann gibt es by, b2 > 0 mit N, ;, C U; fiir ¢ = 1, 2. Nach (a) gilt nun

Na,b1~b2 - N{L,bl N Na,bz - Ul N U2-

Somit giltauch Uy NU; € T
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(©

(e)

(f)

(T3) IstZ € T und a € Jyer U so gibtesein U € T mit a € U und somit ein b > 0 mit N, € U. Damit
gilt dann auch Ny, € (Jy <7 U. Folglichist auch | J;,., U € T.

Wir mochten zeigen jede offene Menge U € T, entweder U = () oder #U = oo erfiillt. Ist U = 0, so ist
nichts zu zeigen. Also sei U # 0 offen. Dann gibt es ein a € U und somit ein b > 0 mit N, ;, C U. Allerdings
ist nach Definition # N, , = #Z = co. Somit gilt auch #U = cc.

Wir mochten zeigen, dass fiir alle a,b € Z mit b > 0 die Menge N, ; abgeschlossene ist. Fiir jedes ¢ €
{1,...,b—1} gilt
Napy N Ngtep ={a+nb|neZin{a+c+nb|neZ}=0.

Denn wére z € Ny N Ngtc b, SO gdbe es nq,ne € Zmita + n1b =z = a + ¢+ ngb und somit ¢ = (n; — na)b
im Widerspruch dazu, dass c nicht durch b teilbar ist. Allerdings ergibt die Division mit Rest auch, dass
jedes z € Z die Form z = nb+ cfiireinn € Zund ein ¢ € {0, ...,b — 1} hat. Ersetzen wir z durch z — a, so
hatjedes z € Z auch die Form z = a+nb+cflireinn € Zund ¢ € {0,...,b— 1}. Das bedeutet gerade

c=0 c=1

b—1 b—1
7= U Na+c,b = Na,b ) <U NaJrc,b) .

Daher ist ,
-1
Na,b = Z\ (U Na+c,b> .
c=1
Allerdings ist jedes N, ; offen, denn fiir jedes o’ € N, gilt N,/ , = N, insbesondere also auch N,/ C
Ng p. Damit ist auch die Vereinigung Uﬁ: Notep offenund N, 5 als dessen Komplement somit abgeschlos-
sen.

Es sei P die Menge der Primzahlen in Z. Wir mochten Z \ {—1,1} = U, p
besteht genau aus den Zahlen, die durch p teilbar sind. Daher besteht die Vereinigung | J

Ny,p zeigen. Die Menge No
peP Ny,p genau
aus den Zahlen, die durch irgendeine Primzahl teilbar sind. Das sind aber genau alle ganzen Zahlen bis

auf 1 und —1. Somit folgt die Gleichheit der Mengen.

Wir mochten zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Angenommen es gédbe nur endlich viele
Primzahlen. Nach (d) wire dann Upep
wire |J,cp No,p selbst abgeschlossen. Nach (e) gilt aber nun Z \ {-1,1} = |
Komplement der abgeschlossenen Menge Z\ {—1,1} = |J

Ny, eine endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen. Somit
bep Nop, s0 dass {—1,1} als
Lep No,p offen sein muss. Dies widerspricht aber
(c), da {—1, 1} weder leer noch unendlich ist. Daher muss es unendlich viele Primzahlen geben.



