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Losungen zu Ubungsblatt 1

Aufgabe 1. Es seien (X, dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume. Weiter seien f: X - Yund g: Y — Z
Abbildungen.

(a) Esseien f und g stetig. Wir mochten zeigen, dass dann auch go f stetig ist. Nach Satz 1.9 ist eine Abbildung
genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge wiederum offen ist. Es sei W C Z eine beliebige
offene Menge. Da g stetig ist, ist auch ¢! (W) C Y offen. Da f stetig ist, ist somit auch

(o HNTW)=f" g ' (W) X
offen. Daraus folgt, dass g o f stetig ist.

(b) Nun setzen wir X =Y = Z = R mit der Standardmetrik. Die Abbildung

1 fiirz>0

p: R =R, z—
0 fuirz <0

ist nicht stetig. Die konstante Abbildung
P: R—= R, z+—0

ist hingegen stetig.
(i) Setzen wir f = ¢ und g = ¢, dann ist f stetig, g nicht stetig und g o f = 1) wiederum stetig.

(ii) Setzen wir f = ¢ und g = v, dann ist g stetig, f nicht stetig und g o f = 1) wiederum stetig.

Aufgabe 2. (a) Essei X eine Menge und f: X — R eine Abbildung. Wir definieren
d: XxX =R, (z,y) = [f(z) - f(y)]

und mochten zeigen, dass d genau dann eine Metrik ist, wenn f injektiv ist.

Zunidchst nehmen wir an, dass d injektiv ist. Dann ist d positive definit, denn fiir beliebige x,y € X gilt
d(z,y) = |f(z) — f(y)| > 0und d(z,y) = 0 genau dann, wenn f(z) = f(x), das heisst genau dann wenn
x =y, da f injektiv ist. Wegen

d(z,y) = [f(x) = fW)] = [/(y) = f(2)] = d(y, 2)

ist d auch symmetrisch. Schliesslich folgt die Dreiecksungleichung aus

d(z,2) = [f(x) = f(2)| = [f (&) = f(y) + f(y) = F) < [f(2) = F)l + [ (y) = F(2)| = d(2,y) + d(y, 2)

fir alle x,y, z € X. Somit ist d eine Metrik.

Nun nehmen wir an, dass d eine Metrik ist. Insbesondere gilt 0 = d(x,y) = | f(z) — f(y)| genau dann, wenn
x = y ist. Daher folgt aus f(z) = f(y), dass * = y. Somit ist f injektiv.

(b) Essei X = {a,b, c} die dreielementige Menge und d: X x X — R die diskrete Metrik auf X. Angenommen
esgebeein f: X — Rmitd(z,y) = |f(z) — f(y)| fur alle z,y € X. Dann gilt

[f(a) = f(O)] = [f(a) = F()| = |f(b) = Fe)| = 1,
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dasheisst f(a)—f(b), f(a)—f(c), f(b)— f(c) € {—1,1}. Daher sind mindestens zwei dieser Elemente gleich.
Ohne Einschrankungen nehmen wir f(a) — f(b) = f(a) — f(c) an. Dies impliziert aber f(b) — f(c) = 0im
Widerspruch zu f(b) — f(c) € {—1,1}. Daher kann es kein f: X — Rmitd(z,y) = |f(z) — f(y)| geben.

Aufgabe 3. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und 7 (d) die von d induzierte Topologie auf X.

(a) Hier sei X endlich. Wir mochten zeigen, dass 7 (d) nur von X nicht aber von d abhdngt. Genauer zeigen
wir, dass 7 (d) = P(X) die Potenzmenge von X ist. Wir setzen

e =min{d(z,y) | z,y € X, © # y}.

Dann gilt fiir jedes « € X, dass Uc(z) = {z}. Da aber U.(z) eine Umgebung von z ist, ist es auch offen.
Damit ist jede Menge {z} fiir jedes z € X offen und somit auch jede beliebige Teilmenge M C X als
Vereinigung offener Mengen M = J,,,{z}.

(b) Essei X = Nund d die diskrete Metrik auf X. Dann ist 7 (d) = P(X) die Potenzmenge von X, da fiir jedes
x € X die Menge {z} = U;i(x) als Umgebung von x offen ist und somit auch jede Teilmenge M C X als
Vereinigung M = |J,,,{z} offener Mengen wieder offen ist. Weiter setzen wir

0 firn=1,

L firn>2.
n

f: N =R, n»—)f(n):{

Da f injektiv ist, ist d’(z,y) = | f(z) — f(y)| nach Aufgabe 2 (a) eine Metrik. Nun sei U eine beliebige offene
Menge, die z = 1 enthilt. Nach Definition gibt es dann ein € > 0 mit U.(z) C U. Weiter wihlen wir ein
y € Nmity > % und y > 2. Dann gilt

1
= — <€

|
)

d(z,y) = 'o—y

Folglich ist y € Uc(z) C U und somit U # {z}. Daher kann {z} nicht offen sein und es folgt 7 (d) # T (d').

Aufgabe 4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und wir definieren folgende Abbildung:

d(z,y)

d: X x X =R, JY) o ——
(@) 1+d(z,y)

(a) Wir mochten zeigen, dass d’ eine Metrik auf X ist. Nach Konstruktion ist d'(z,y) > 0 und d’'(z,y) = 0
genau dann, wenn d(z,y) = 0. Letzteres tritt aber genau dann ein, wenn z = y gilt. Somit ist d’ positive
definit. Es folgt ebenfalls sofort, dass d’ symmetrisch ist, da d symmetrisch ist.

Schliesslich mochten wir die Dreiecksungleichung nachrechnen Dazu betrachten wir zunéchst die Funkti-

on
x

1+z

fIR20—>[071)7 T —

Diese ist wohldefiniert und differenzierbar auf R>(. Thre Ableitung ist f'(z) = ﬁ Dabher ist f monoton
wachsend. Somit gilt fiir 0 < ¢ < b immer lj%a < 1%1; Da d eine Metrik ist, gilt fiir alle z,y,z € X stets
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Somit folgt

d2) = @2 o _dwy +dly.z) d(z,y) d(y, 2)
’ L4+d(x,z) = 1+d(z,y) +d(y,2) 1+d(z,y) +d(y,2) 1+d(z,y)+dy,2)
d(z,y) d(y, 2)

ST1vda,y)  1+dly,z) d(z,y) +d (y, 2).

Daher erfiillt d’ auch die Dreiecksungleichung und ist somit eine Metrik.
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(b) Wir mochten zeigen, dass die von d und d’ induzierten Topologien auf X identisch sind, das heisst 7 (d) =

T (d'). Zundchst bemerken wir, dass die Funktion f(z) = 17, die Umkehrfunktion g(x) = 1% besitzt und
1

g die Ableitung ¢'(z) = {i=my hat. Somit ist

T
1—2x

g: [0,1)—>R20, €T —

die Umkehrfunktion von f und streng monoton wachsend. Fiir a,b € [0,1) mit a < b gilt also stets g(a) <
g(b). Ausserdem ist nach Definition d’(z,y) = f(d(z,y)) und somit auch d(z,y) = g(d'(z,y)).

Es sei U C X eine beziiglich d offene Menge und z € U beliebig. Nach Definition gibt es dann ein € > 0
mit
{ye X[d(z,y) <} CU.

Wir betrachten nun die Umgebung

M= X|d ¢
{ye \ (w,y)<1+€}

beziiglich der Metrik d’. Nach obiger Bemerkung gilt nun fiir alle y € M

d(z,y) = o(d (@) < g <1i6) .

Es folgt, dass M C {y € X [d(z,y) < e} C U gilt. Das heisst U enthilt die 1 -Umgebung beziiglich d’ von

x. Daher ist U auch beziiglich d’ eine Umgebung von z. Da z beliebig war, folgt, dass U offen beztiglich d’

ist.

Es sei nun U C X eine beziiglich d’ offene Menge und x € U beliebig. Nach Definition gibt es dann ein
€ > 0 mit
{ye X |d(z,y) <e} CU.

Da stets d'(y, z) < d(y, z) fuir alle y, z € X gilt, erhalten wir
{yeX|d@y) <e C{ye X|d(z,y) <e CU.

Somit ist U auch beziiglich d eine Umgebung von x. Da z beliebig war, folgt, dass U offen beztiglich d’ ist.
Insgesamt folgt 7 (d) = T (d').



