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Aufgabe 1. (3 Punkte) Es sei X ein topologischer Raum. Ist I eine Indexmenge und (4;);c; eine Familie
abgeschlossener Teilmengen A; C X, so sagen wir, dass (4;),c; die endliche Durchschnittseigenschaft erfiillt,
falls fir jedes J C I mit 1 < #J < oo stets [
dquivalent sind:

s Ai # 0 gilt. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen

(a) Der Raum X ist kompakt.

(b) Fiir jede Indexmenge I und jede Familie (4;);c; von abgeschlossenen Teilmengen, die die endliche Durch-
schnittseigenschaft erfiillt, gilt (), A; # (.

Aufgabe 2. (2+1+1+2+1 Punkte) In dieser Aufgabe mochten wir zeigen, dass ein topologischer Raum X genau
dann kompakt ist, wenn fiir jeden weiteren topologischen Raum Y die Projektion pr,: X xY — Y abgeschlos-

sen ist.

(i) Esseien X und Y topologische Rdume und X kompakt. Zeigen Sie, dass pr,: X x Y — Y abgeschlossen
ist.

(if) Wir fixieren fiir den Rest der Aufgabe einen topologischen Raum X, eine Indexmenge I und eine Familie
(A;)ier von abgeschlossenen Teilmengen von X, die die endliche Durchschnittseigenschaft erfiillt. Wir
definieren X = X U {e} als Menge und versehen diese mit der Topologie, die von allen Teilmengen
M C X und allen Mengen der Form A; U {e} erzeugt wird. Zeigen Sie, dass {e} keine offene Menge in X
ist.

(iii) Wir betrachten in dem Produkt X x X die Diagonale
A={(z,z) e X x X |z e X}

und ihren Abschluss A. Zeigen Sie: Ist pry: X x X — X abgeschlossen, so gibt es ein 7o € X mit
(370, .) € A.

(iv) Zeigen Sie, dass g € (¢, A; gilt.

(v) Zeigen Sie nun die Umkehrung von (i): Ist pry: X x Y — Y fiir jeden topologischen Raum Y abgeschlos-

sen, so ist X kompakt.

Aufgabe 3. (2 Punkte) Es seien X und Y kompakte topologische Raume. Zeigen Sie ohne Verwendung des
Satzes von Tychonoff, dass auch X x Y kompakt ist.

Aufgabe 4. (2 Punkte) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge M C R" genau dann als Teilraum kompakt ist, wenn
sie abgeschlossen und beschrédnkt (d.h. M C U,.(0) fiir ein r € Ry) ist.

Aufgabe 5. (2 Punkte) Finden Sie ein Beispiel fiir einen topologischen Raum X und zwei kompakte Teilrdume
K,L C X, sodass K N L nicht kompakt ist.



