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Abgabe bis zum Freitag, 29. April 2022 um 12.00 Uhr per ADAM.

Aufgabe 1. (1+2 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass ein topologischer Raum genau dann normal ist, wenn folgendes gilt: Fiir je zwei offene
Teilmengen U,V von X, fiir die U UV = X gilt, gibt es abgeschlossene Teilmengen A, B von X, so dass
ACU,BCVund AUB = X gilt.

(if) Esseinun X ein normaler topologischer Raum und f: X — Y eine stetige, surjektive und abgeschlossene
Abbildung. Zeigen Sie, dass dann auch Y normal ist.

Aufgabe 2. (3 Punkte) Es sei X ein normaler und zusammenhéngender Hausdorff-Raum mit mindestens zwei
Elementen. Zeigen Sie, dass es eine stetige und surjektive Abbildung f: X — [0, 1] gibt.

Aufgabe 3. (1+2+1 Punkte) Es sei X ein topologischer Raum und R C X x X eine Aquivalenzrelation auf X.

(i) Zeigen Sie, dass X/R genau dann (T1) erfiillt, wenn fiir alle + € X die Aquivalenzklasse [z] eine abge-
schlossene Teilmenge in X ist.

(ii) Zeigen Sie:Ist X/R ein Hausdorff-Raum, so ist R abgeschlossen in X x X beziiglich der Produkttopologie.

(iif) Nun nehmen wir an, dass die kanonische Projektion 7: X — X/R eine offene Abbildung ist. Zeigen Sie,
dass dann auch die Umkehrung zu (i) gilt: Ist R in X x X abgeschlossen, so ist X/ R ein Hausdorff-Raum.

Aufgabe 4. (3+1+2 Punkte) Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Rdiume. Wir nennen f
separiert, wenn fiir die Diagonalabbildung

A: X = X xy X, x> (z,x)

das Bild A(X) abgeschlossen in X xy X ist, wobei X Xy X das Pullback zu f: X — Y in beiden Faktoren sei.

(i) Zeigen Sie, dass f genau dann separiert ist, wenn zu je zwei verschiedenen Punkten z, 2’ € X, fiir die
f(z) = f(2') gilt, stets offene Teilmengen U, U, existieren, so dass € Uy, 2’ € Uy und U; N U, = 0 gilt.

(ii) Nun sei f separiert. Zeigen Sie, dass der Teilraum f~!(y) C X fiir jedes y € Y ein Hausdorff-Raum ist.

(iii) Eine stetige Abbildung s: Y — X mit f o s = idy nennen wir einen Schnitt von f. Zeigen Sie: Ist f
separiert, so ist jeder Schnitt von f eine abgeschlossene Einbettung.

(Fur den Ein-Punkt-Raum Y = {e} liefert dies die bereits bekannte Aussage, dass einelementige Teilmen-
gen in Hausdorff-Rédumen abgeschlossen sind.)



